On a comparison of Darboux and Riemann integrals in constructive





















Î ñðàâíåíèè èíòåãðàëîâ Äàðáó è èìàíà â
êîíñòðóêòèâíîì ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå
À. À. Âëàäèìèðîâ
Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ýêâèâàëåíòíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ
”
êëàññè÷å-
ñêîé“ ìàòåìàòèêè îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà óíêöèè îäíîãî âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà ïî





êëàññè÷åñêîé“ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé ìàòåìàòèêè èçâåñòíî äâà îñ-
íîâíûõ ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ îäíîìåðíîãî èíòåãðàëà èìàíà: â êà÷åñòâå ïðåäåëà èí-
òåãðàëüíûõ ñóìì ïðè èñ÷åçíîâåíèè èçìåëü÷¼ííîñòè äðîáëåíèÿ (ïîäõîä èìàíà), è â





óíêöèé, îöåíèâàþùèõ ðàññìàòðèâàåìóþ (ïîäõîä Äàðáó). Ñ òî÷êè çðåíèÿ
”
êëàñ-
ñè÷åñêîé“ ìàòåìàòèêè óêàçàííûå äâà ïîäõîäà ïðèâîäÿò ê ðàâíîîáú¼ìíûì ïîíÿòèÿì.
Îñíîâíàÿ öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ïðèìåðà âñþäó íà îòðåçêå
[0, 1] çàäàííîé óíêöèè, èíòåãðèðóåìîé ïî èìàíó, íî íå èíòåãðèðóåìîé ïî Äàðáó, ñ
òî÷êè çðåíèÿ êîíñòðóêòèâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.
Â äàëüíåéøåì ìû âñåãäà, íå îãîâàðèâàÿ ýòîãî îñîáî, áóäåì èñõîäèòü èç êîíñòðóêòèâ-
íîãî ïîíèìàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñóæäåíèé, êàê îíî äà¼òñÿ ñòóïåí÷àòîé ñåìàíòè÷åñêîé
ñèñòåìîé À. À. Ìàðêîâà [1℄, [2℄.
2. Êîíñòðóêòèâíûé âàðèàíò îïðåäåëåíèÿ èìàíà ðàññìàòðèâàëñÿ íåîäíîêðàòíî è â
íàñòîÿùåå âðåìÿ ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ñòàíäàðòíûì [3, ë. 7,  1℄. Êîíñòðóêòèâíóþ èíòå-
ãðèðóåìîñòü ïî Äàðáó ìû ââîäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
2.1. Ôóíêöèÿ f : [0, 1] → R íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Äàðáó, åñëè äëÿ ëþáîãî









(f ↑ε − f
↓
ε ) < ε.
Çäåñü è äàëåå óíêöèþ f : [0, 1] → R ìû íàçûâàåì ïîëèãîíàëüíîé (ñð. [3, ë. 5,
 1, Îïðåäåëåíèå 7℄, [4,  1℄), åñëè îñóùåñòâèìû ñïèñîê {qk}
m
k=0 ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
è óïîðÿäî÷åííûé ïî âîçðàñòàíèþ ñïèñîê {pk}
m
k=0 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ðàöèîíàëüíûõ
òî÷åê îòðåçêà [0, 1], óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì p0 = 0, pm = 1 è
(∀k ∈ N : 1 6 k 6 m) (∀x ∈ [pk−1, pk]) f(x) =




Ïîä ïîëèãîíàëüíûì èíòåãðàëîì òàêîé óíêöèè, êàê îáû÷íî [3, ë. 8,  2, Îïðåäåëå-






(qk + qk−1) · (pk − pk−1)
2
,
÷èñëåííî ñîâïàäàþùàÿ ñ èíòåãðàëîì èìàíà.
 2. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ
1. Î÷åâèäíûì îáðàçîì èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé àêò:
1.1. Ïóñòü óíêöèÿ f : [0, 1] → R èíòåãðèðóåìà ïî Äàðáó. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðàöè-
îíàëüíîãî ÷èñëà ε > 0 îñóùåñòâèìû ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî δ > 0 è íåîòðèöàòåëüíàÿ




(∀x, y ∈ [0, 1] : sup(g(x), g(y)) < 1, |x− y| < δ) |f(x)− f(y)| < ε.
2. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óäîáíûé äëÿ íàøèõ äàëüíåéøèõ öåëåé
àíàëîã èçâåñòíîé [3, ë. 8,  1, Òåîðåìà 2℄, [4, Òåîðåìà 2.1℄ òåîðåìû î ñèíãóëÿðíûõ
ïîêðûòèÿõ. Îíî ìîæåò òàêæå áûòü ðàññìîòðåíî â êà÷åñòâå âàðèàíòà êîíñòðóêòèâíîãî
îïðîâåðæåíèÿ [5, Çàìå÷àíèå 2℄ òåîðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè.
2.1. Îñóùåñòâèìà íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hn}
∞
n=0 íåîòðèöàòåëüíûõ ïî-
ëèãîíàëüíûõ óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèÿì







Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàèêñèðóåì [3, ë. 8,  1, Òåîðåìà 2℄ íàêðûâàþùóþ îòðåçîê
[0, 1] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(an, bn)}
∞
n=0 íåïóñòûõ èíòåðâàëîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîíöàìè,
óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ
(3) (∀n ∈ N)
n∑
k=0
(bk − ak) < 1/6.
Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕn}
∞
n=0 ïîëèãîíàëüíûõ óíêöèé âèäà









à òàêæå íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hn}
∞
n=0 íåîòðèöàòåëüíûõ ïîëèãîíàëüíûõ
óíêöèé, ðåêóððåíòíî çàäàííóþ ñîîòíîøåíèÿìè
(∀x ∈ [0, 1]) h0(x) = 0,(5)
2
(∀n ∈ N) (∀x ∈ [0, 1]) hn+1(x) = sup(hn(x), 2ϕn(x)).(6)












3 · (bk − ak) [(4)℄
< 1/2. [(3)℄
Êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
(∀n ∈ N) (∀x ∈ [0, 1]) hn(x) 6 2, [(5), (6), (4)℄




(∀x ∈ [0, 1]) (∃n ∈ N) hn+1(x) > 2. [(6), (4)℄
Òåì ñàìûì, óíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hn}
∞
n=0 óäîâëåòâîðÿåò âñåì ïðåäúÿâ-
ëåííûì â îðìóëèðîâêå äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ òðåáîâàíèÿì. 
3. Ïðîèçâîëüíî èêñèðîâàííûì ïîëèãîíàëüíîé óíêöèè f è âåùåñòâåííîìó ÷èñëó
ε > 0 ìîæíî ñîïîñòàâèòü [6,  11.2.2℄ óíêöèþ ω(f, ε) : [0, 1] → R âèäà
(∀x ∈ [0, 1]) [ω(f, ε)](x) = sup
t,s∈[x−ε,x+ε]∩[0,1]
|f(t)− f(s)|.
Î÷åâèäíûì îáðàçîì èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå äâà àêòà:
3.1. Ïóñòü äàíû ïîëèãîíàëüíàÿ óíêöèÿ f è âåùåñòâåííîå ÷èñëî ε > 0. Òîãäà óíêöèÿ
ω(f, ε) : [0, 1] → R ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé.
3.2. Ïóñòü äàíû ïîëèãîíàëüíàÿ óíêöèÿ, âåùåñòâåííîå ÷èñëî ε > 0, à òàêæå èìå-
þùåå íå ïðåâîñõîäÿùóþ ε èçìåëü÷¼ííîñòü èíòåãðàëüíîå äðîáëåíèå τ îòðåçêà [0, 1].
Òîãäà îòâå÷àþùåå äðîáëåíèþ τ çíà÷åíèå I(f, τ) èíòåãðàëüíîé ñóììû óíêöèè f óäî-








Òàêæå èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå äâà àêòà:
3.3. Ïóñòü {fn}
∞
n=0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèãîíàëüíûõ óíêöèé, ïîòî÷å÷íî ñõîäÿ-
ùàÿñÿ ê íåêîòîðîé óíêöèè f : [0, 1] → R. Ïóñòü òàêæå äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî




ω(fn, δ) < ε.
Òîãäà óíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî èìàíó.
3
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî ε > 0, à òàê-
æå âåùåñòâåííîå ÷èñëî δ > 0, óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîùåíèþ
(1) (∀n ∈ N)
1∫
0
ω(fn, δ) < ε/3.
Òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ èíòåãðàëüíûõ äðîáëåíèé τ è σ îòðåçêà [0, 1], èìåþùèõ íå ïðå-
âîñõîäÿùóþ δ èçìåëü÷¼ííîñòü, áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ
|I(f, τ)− I(f, σ)| = lim
n→∞
|I(fn, τ)− I(fn, σ)|
6 2ε/3 [3.2, (1)℄
< ε.
Èíòåãðèðóåìîñòü óíêöèè f ïî èìàíó âûòåêàåò òåïåðü èç ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà
âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ε > 0 è êðèòåðèÿ Êîøè. 
3.4. Ïóñòü α > 0, β > 0 è ζ ∈ (0, 1) ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, è ïóñòü ïîëèãîíàëüíàÿ
óíêöèÿ f èìååò âèä











ω(f, ε) 6 8αε.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç íåðàâåíñòâ ε < β
èëè ε > β.
Â ïåðâîì ñëó÷àå óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâîé ñ êîýèöèåíòîì α/β, à ïîòî-
ìó óíêöèÿ ω(f, ε) ìàæîðèðóåòñÿ ïîñòîÿííîé 2αε/β. Êðîìå òîãî, óêàçàííàÿ óíêöèÿ
îáðàùàåòñÿ â íóëü âíå îòðåçêà [ζ−2β, ζ+2β]. Òåì ñàìûì, íåðàâåíñòâî (2) âûïîëíÿåòñÿ.
Âî âòîðîì ñëó÷àå óíêöèÿ ω(f, ε) ìàæîðèðóåòñÿ ïîñòîÿííîé α è îáðàùàåòñÿ â íóëü
âíå îòðåçêà [ζ − 2ε, ζ + 2ε]. Òåì ñàìûì, íåðàâåíñòâî (2) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ. 
 3. Ïîñòðîåíèå ïðèìåðà
1. Íà ïðîòÿæåíèè íàñòîÿùåãî ïàðàãðàà ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàòóðàëüíûå è ðàöèî-
íàëüíûå ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëîâà â òð¼õáóêâåííîì àëàâèòå {|,−, /} [7,  1.6℄, à
ñïèñêè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ ∗-ñèñòåìàìè [7,  24℄. Ïîñêîëüêó ëþáîå êîíñòðóê-
òèâíîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â ìíîæåñòâî ∗-ñèñòåì ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë ìîæåò áûòü çàäàíî ïîñðåäñòâîì íîðìàëüíîãî àëãîðèìà â øåñòèáóêâåííîì
àëàâèòå {|,−, /, ∗, a, b} [7,  41.7.1℄, òî â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îãðàíè÷èâàòüñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèåì èìåííî òàêèõ àëãîðèìîâ.
2. Çàèêñèðóåì íåêîòîðóþ íóìåðàöèþ {An}
∞
n=0 íîðìàëüíûõ àëãîðèìîâ óêàçàííîãî â
ïðåäûäóùåì ïóíêòå âèäà. àññìîòðèì ñâÿçàííîå ñ ýòîé íóìåðàöèåé ìíîæåñòâî èíäåê-
ñîâ N , äëÿ êîòîðûõ ïðîöåññ ïðèìåíåíèÿ àëãîðèìà AN ê ñëîâó N îñòàíàâëèâàåòñÿ ñ
4
ðåçóëüòàòîì âèäà
(1) ∗δ∗p0∗q0∗ . . . ∗pm∗qm∗,











Óêàçàííîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ñ î÷åâèäíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì è ïîëóðàçðåøè-
ìûì, à ïîòîìó äîïóñêàåò ïåðå÷èñëåíèå áåç ïîâòîðåíèé íåêîòîðûì ïîëíûì àðèìåòè-
÷åñêèì àëãîðèìîì µ : N → N.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë δ èç ïðåäñòàâëåíèÿ (1) ðåçóëüòàòîâ ïðè-
ìåíåíèÿ àëãîðèìîâ Aµ(n) ê ñëîâàì µ(n) ìû íà ïðîòÿæåíèè íàñòîÿùåãî ïàðàãðàà
áóäåì îáîçíà÷àòü â âèäå {δn}
∞
n=0. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëèãîíàëü-
íûõ óíêöèé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü â âèäå {gn}
∞
n=0. Êðîìå òîãî, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü
çàèêñèðîâàííîé íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hn}
∞
n=0 íåîòðèöàòåëüíûõ ïîëèãî-
íàëüíûõ óíêöèé èç óòâåðæäåíèÿ  2.2.1.
3. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òðè àêòà:
3.1. Îñóùåñòâèìû âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ν : N → N, à òàêæå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {ζn}
∞
n=0 ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê èíòåðâàëà (0, 1) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{βn}
∞
n=0 ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì
(∀n ∈ N) βn < inf(δn, ζn, 1− ζn),(1)
(∀n ∈ N) (∀x ∈ [ζn − βn, ζn + βn]) [gn + hν(n)](x) < 1 < hν(n+1)(x).(2)
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì ν(0)⇋ 0. Ïîñòðîåíèå çíà÷åíèé ζn, βn è ν(n+1) íà
îñíîâå èçâåñòíîãî çíà÷åíèÿ ν(n) ìîæåò òåïåðü áûòü ïðîèçâåäåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Â êà÷åñòâå ζn âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó èíòåðâàëà (0, 1), óäîâëåòâî-




(gn + hν(n)) < 1/2 + 1/2 [2 (2),  2.2 (2)℄
= 1.
Â êà÷åñòâå ν(n + 1) âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðà-
âåíñòâó hν(n+1)(ζn) > 1. Îñóùåñòâèìîñòü òàêîãî ÷èñëà ãàðàíòèðîâàíà ñîîòíîøåíèåì
 2.2 (1). Â êà÷åñòâå βn òåïåðü îñòà¼òñÿ âûáðàòü ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ðàöè-




n=0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèãîíàëüíûõ óíêöèé âèäà













n=0 ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç óòâåðæäåíèÿ 3.1. Òîãäà îñó-
ùåñòâèìà è èíòåãðèðóåìà ïî èìàíó óíêöèÿ f : [0, 1] → R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîò-
íîøåíèþ




Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ [0, 1], à òàêæå íîìåð
n ∈ N, óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó hν(n)(x) > 1 [ 2.2 (1)℄. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîò-
íîøåíèå























2−µ(k)−1 · ε [(3),  2.3.4℄
< ε,
îçíà÷àþùèå èíòåãðèðóåìîñòü óíêöèè f ïî èìàíó [ 2.3.3℄. 
3.3. Ôóíêöèÿ f : [0, 1] → R èç óòâåðæäåíèÿ 3.2 íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Äàðáó.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé óíêöèè ïî
Äàðáó äîëæåí íàéòèñü [ 2.1.1℄ àëãîðèì, ïåðåðàáàòûâàþùèé êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî n â ñïèñîê âèäà 2 (1), îòâå÷àþùèå êîòîðîìó ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî
δ > 0 è íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîëèãîíàëüíàÿ óíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ
(∀x, y ∈ [0, 1] : sup(g(x), g(y)) < 1, |x− y| < δ) |f(x)− f(y)| < 2−n−1.
Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, íàéä¼òñÿ òàêæå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, äëÿ êîòîðîãî çíà÷åíèå µ(m)
áóäåò ÿâëÿòüñÿ íîìåðîì ðàññìàòðèâàåìîãî àëãîðèìà ïðè íóìåðàöèè èç ïóíêòà 2. Îä-
íàêî òîãäà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ
gm(ζm + βm) < 1, [(2)℄
gm(ζm) < 1, [(2)℄
|(ζm + βm)− ζm| = βm
< δm, [(1)℄
|f(ζm + βm)− f(ζm)| = |fm(ζm + βm)− fm(ζm)| [(3), (2)℄
= |0− 2−µ(m)| [(3)℄
= 2−µ(m),
ïðîòèâîðå÷àùèå ñäåëàííûì ïðåäïîëîæåíèÿì î ñâîéñòâàõ àëãîðèìà Aµ(m). 
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4. Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåíèòåëüíî ê ìíîãîìåðíîìó ñëó÷àþ óòâåðæäåíèå îá îñóùåñòâèìî-
ñòè óíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ïî èìàíó, íî íå èíòåãðèðóåìûõ ïî Äàðáó, ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç ðåçóëüòàòîâ [8℄ î íåâåðíîñòè òåîðåìû Ôóáèíè äëÿ
êîíñòðóêòèâíîãî èíòåãðàëà èìàíà. Îäíàêî òàêîå äîêàçàòåëüñòâî òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ
ðÿäà äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ïîýòîìó íà åãî äåòàëÿõ ìû çäåñü íå îñòàíàâëè-
âàåìñÿ.
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